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הדיברגנץ משפט 1

ויהי קומקפטית, K ⊆ Rn תהי חלק) יחידה (פירוק 1.1 טענה

K ⊆
N⋃
i=1

Ui

תומך בעלות ϕ1, . . . , ϕN : Rn → R חלקות פונקציות קיימות שלה. פתוח כיסוי
שמתקיים כך קומפקטי

.i לכל suppϕi ⊆ Ui .1

.i לכל ϕi ≥ 0 .2

מתקיים K על .3

N∑
i=1

ϕi (x) = 1

x ∈ K שלכל כך ρ > 0 קיים לבג, של מהלמה עליה. נחזור אבל שעבר בשיעור ראינו הוכחה:
פתוחים כדורים ידי על Rn של כיסוי ניקח .B (x, 2ρ) ⊆ Ui שעבורו 1 ≤ i ≤ N קיים

Bj = B (xj , ρ)

|xj | → ∞

כעת נגדיר

fj (x) =
(
ρ2 − |x− xj |2

)2

· 1Bj

ואפשר ,n חזקת לקחת נצטרך Cn חלקה נרצה אם .C1 חלקה שלילית אי פונקציה וזו

משהו או e
− 1

ρ2−|x−xj |2 בסגנון (משהו גדול יותר מעט מאמץ עם C∞ חלקות להשיג אפילו
כזה).
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ניקח אם ,j ∈ J לכל .Bj ∩ K 6= ∅ עבורם j ∈ N אותם כל את J ⊆ N נסמן
i נבחר j ∈ J לכל כלשהו. 1 ≤ i ≤ N עבור Bj ⊆ B (x, 2ρ) ⊆ Ui אזי x ∈ Bj ∩ K

ונגדיר ,i = σ (j) נסמן .Bj ⊆ Ui עבורו

ϕi (x) =
∑

j∈J,σ(j)=i

gj (x)

שמתקיים ברור

N∑
i=1

ϕi (x) =
∑

Bj∩K 6=∅

gj (x) = 1

סיימנו. לכן .suppϕi ⊆ Ui וכן ,x ∈ K כאשר

הדיברגנץ. משפט את להוכיח מוכנים אנחנו כעת

נורמל N ויהי ,G על חלק וקטורי שדה F יהי וחלק. חסום תחום G ⊆ Rn יהי 1.2 משפט
אזי .G של החימוני היחידה

ˆ

∂G

〈F,N〉 dS =

ˆ

G

div (F )

הבא: באופן x מרכז עם Bx פתוח כדור נבחר x ∈ G לכל .Γ = ∂G נסמן הוכחה:

כלשהו. Bx ⊆ G ניקח x ∈ G אם .1

לא זה אם .i לכל Ni 6= 0 שיתקיים ונרצה ,N = (N1, . . . , Nn) נסמן ,x ∈ ∂G אם .2
אורתוגונלית, P ∈ O (n) כאשר y 7→ T (y) = x+P (y − x) העתקת נפעיל המצב,

נגדיר .0 אינה P (N (x)) של קואורדינטה שכל וכך

G̃ = T (G)

Γ̃ = T (Γ)

Ñ = P (N)

,Ñ =
(
Ñ1, . . . , Ñn

)
נסמן .x בנקודה G̃ של חיצוני יחידה נורמל Ñ כי לב נשים

(היה מהקואורדינטות אחת כל לפי גרף על או גרף תת היא G̃ ,x בסביבת .Ñi 6= 0 ואז
קואורדינטה, בכל גרף תת תמיד שזה להניח נוכל הקודמות). ההרצאות באחת כתרגיל
לכן שצריך. הקואורדינטות סימני את שהופכת העתקה עם P את להרכיב אפשר כי

ואז ,G̃ ∩Qi =
{
ξ ∈ Qi | ξi < gi

(
ξ̃i

)}
כי נניח

Γ̃ ∩Qi =
{
ξ ∈ Qi | ξi = gi

(
ξ̂i

)}
.
⋂
Qi בחיתוך שמוכל ,x בנקודה מרכז עם Bx כדור נבחר .x ∈ Q1, . . . , Qn כמובן,
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סופי כיסוי תת יש .G ⊆
⋃
Bx על נסתכל כעת,

G ⊆
m⋃
i=1

Bxi

.ϕ1, . . . , ϕm שנסמנו הזה, הכיסוי עבור חלק יחידה פירוק קיים הקודמת, הטענה לפי
כעת נרשום

F =

m∑
i=1

Fϕi

לסיים נוכל ,Fϕi כל עבור המשפט את נראה אם .supp (Fϕi) ⊆ Bxi כי כעת ברור
שמתקיים כך G על חלק F ווקטורי שדה עבור המשפט את להוכיח מספיק לכן ־ מלינאריות

כלשהו. x עבור suupF ⊆ Bx
למקרים. נפריד

.∂G על F ≡ 0 ולכן ,suppF ⊆ Bx עם F לקחנו כן, אם .Bx ⊆ G אזי ,x ∈ G אם .1
כי להראות ונרצה ,F = (F1, . . . , Fn) ˆנסמן

G

divF = 0

ˆמתקיים

G

divF =

ˆ

Bx

divF

מתקיים ספציפי, i ניקח אם ˆכעת,

Bx

∂Fi
∂xi

=

ˆ ˆ
∂Fi
∂xi

dxidx̂i

להפרש שווה הוא ־ x̂i של בחירה לכל מתאפס הפנימי החלק לייבניץ ניוטון ממשפט
את נסכום כאשר לכן מתאפסת. F ששם הכדור, שפת על נקודות בשתי Fi ערכי של

מההגדרה נקבל האלה ˆהאינטגרלים

Bx

divF = 0

להניח, אפשר .F הווקטורי השדה את וגם ,x סביב G את נסובב ,x ∈ Γ = ∂G אם .2
תיבות יש כלומר .ξi קואורדינטה לכל ביחס גרף תת הוא G שהתחום הסיבוב, אחרי

עם Qi

G ∩Qi =
{
ξ ∈ Qi | ξi < gi

(
ξ̂i

)}
Γ ∩Qi =

{
ξ ∈ Qi | ξi = gi

(
ξ̂i

)}
supp (F ) ⊆ Bx ⊆

n⋂
i=1

Qi
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באינטגרל דנים אנו ˆכעת,

∂G

〈F,N〉 dS

מתקיים

〈F,N〉 =

n∑
i=1

FiNi

ˆנחשב:

Γ

FiNi dS =

ˆ

Γ∩Bx

FiNi =

ˆ

Γ∩Qi

FiNi dS

נקבל ולפיה ,g של הגרף של הסטנדרטית הפרמטריזציה את לנו יש כעת,

Ni =
1√

1 + |∇gi|2

הכל ˆובסך

Γ

FiNi dS =

ˆ

Q̂i

Fi

(
ξ̂i, gi

(
ξ̂i

))
dξ̂i

כאשר

Q̂i =
{
ξ̂i | ξ ∈ Q

}
האינטגרלים של סכום את לנו יש השני, ˆמהצד

G

∂Fi
∂ξi

dξ =

ˆ

G∩Bx

∂Fi
∂ξi

dξ =

ˆ

G∩Qi

∂Fi
∂ξi

dξ =

=

ˆ

Q̂i

g(ξ̂i)ˆ

ai

∂Fi
∂ξi

dξi dξ̂i

נקבל לייבני מניטון כעט, .ai = inf {ξi | ξ ∈ Qi} כאשר

ˆ

Q̂i

g(ξ̂i)ˆ

ai

∂Fi
∂ξi

dξi dξ̂i =

ˆ

Q̂i

Fi

(
ξ̂i, gi

(
ξ̂i

))
dξ̂i

השוויון את נקבל ,n עד מאחד אלה של סכימה ידי על קודם. שקיבלנו למה שווה וזה
סיימנו. ולכן הדיברגנץ, במשפט שמחפשים
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